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Introducgao

O presente trabalho apresenta resultados preliminares de um projeto de iniciagao cientifica
que propde um estudo tedrico-pratico de sistemas dinamicos. Com base nos estudos
tedricos realizados, este trabalho apresenta uma analise de um sistema massa-mola
amortecido, modelado por um sistema nao linear. Sistemas do tipo massa-mola amortecido
sdo muito explorados na literatura (MONTEIRO, 2006; BOYCE e DIPRIMA, 2010;
GEROMEL e PALHARES, 2011; ZILL, 2016; KLUEVER, 2018), sendo utilizados para
investigar oscilagdes de sistemas mecanicos e elétricos, além possuir uma diversidade de
aplicagdes, como a suspensao de veiculos.

No estudo realizado neste trabalho, foram consideradas algumas néao linearidades nas
equacodes para tornar o modelo matematico mais proximo de um sistema fisico real. Para
investigar o conjunto de equagdes nao lineares obtido, foi utilizada a expansdo em série de
Taylor em torno do ponto de equilibrio. A equivaléncia topoldgica do sistema nao linear
com o linearizado, proximo ao ponto de equilibrio, permite investigar a estabilidade do
sistema (CHEN, 1999; KELLEY; PETERSON, 2010).

Este trabalho esta organizado com a apresentagao da introdugéo e do objetivo. Na secgao
de metodologia sado apresentados o modelo, a definicdo e demais consideragbes do
sistema a ser investigado. Em resultados, sdo apresentadas as simulagdes realizadas para
o sistema e, na sequéncia, é apresentada uma breve conclusao.

Objetivo

O objetivo deste estudo é analisar a estabilidade do ponto de equilibrio de um sistema
massa-mola amortecido, constituido por um conjunto de equagdes diferenciais nao
lineares. A nao linearidade foi inserida para a utilizagdo da expans&o em série de Taylor no
sistema nao linear e estudo do sistema linearizado via matriz Jacobiana.

Metodologia

Seja um sistema constituido por dois blocos de massas m; e m, conectadas por um
amortecedor de constante b,. Além disso, as massas m; € m, sdo conectadas a base por
molas de constantes elasticas k; e k,, respectivamente, como mostra a Figura 1.
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Figura 1: Sistema mecanico vertical de duas massas conectadas por
amortecedor e mola

. 7
ky
%w

m

FONTE: Ogata, (2010).

Considerando o diagrama de forgas em cada bloco, um modelo que pode representar o
sistema é apresentado a seguir:

myy," + by —y2) + iy =y (1)
myy," + b1 (v, —yi) +ky, = u,

Para o estudo do sistema, sao definidas as novas variaveis de estado, x; = y;,x, = y;',
X3 =y, €x, =y, . Assim, é possivel obter um sistema de equagdes diferenciais de primeira
ordem:

x1 = xz
k u
l; 1 1 1
Xy = —— (X —Xy) —— X1 +—
my my my (2)
x'3 = x4
k Uu
1 2 2
Xp=—— X —x) — —x3+—
m; 2 m;

Na modelagem, u; e u, sao fungbes de deslocamento vertical inicial dos blocos 1 e 2,
respectivamente. As fungdes de deslocamento inicial sdo definidas: u; = x;9 € u, = x3¢,
quandot =0, u; = x,1 € Uy = X3, quando t # 0, x;, € X3, Sa0 condi¢des iniciais, X1 € X3
séo valores dos estados no equilibrio.

Considere os parametros das constantes elasticas da mola k,e k, serdao tomados como
uma funcao das variaveis de estado x; e x5, da mesma forma que foi apresentado em Elias
et al. (2022). Dessa forma, defina k; = k;(1 + a®x?;,) e k, = k,(1 + a*x?3). Substituindo
na equacgao (2), € obtida uma equacgao néo linear:
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x1 :xz
x2’=——1(x2—x4)——1(1+a2x12)x1+£
mq my mq (3)
x'3 = x4
k u
1 2 2
Xy =——xs—%,) —— (1 4+ a?x:% )xs + —
4 m2(4 2) mz( 3°)X3 -~

Para calcular os pontos de equilibrio, é necessario resolver as equagdes algébricas k; (1 +
a’x;?)x, = uy € ky (1 + a?x3%)x; = u,. Considere os valores da Tabela 1, a = 3, e x,; =
X.3 = 0,05 m, onde o ponto de equilibrio do sistema foi levemente deslocado, podendo
representar uma leve distensdo na mola com o passar do tempo ou até mesmo condicbes
de temperatura extremas do ambiente. Assim, os pontos de equilibrio do sistema
encontrados, calculados numericamente em MATLAB, foram a origem do sistema x, =
(0 0 0 0)Teopontox,=(0,01 0 00166 0)T.

Tabela 1: Valores dos parametros

Parametro Valor
k, 5N/m
k, 3N/m
b, 0,551
m, 3 kg
m, 4 kg

Resultados

Ao investigar o sistema linearizado em torno dos pontos de equilibrio obtidos, verificou-se
que ao utilizar a origem do sistema, o estudo se resume a analise do sistema linear (2).
Assim, o ponto de equilibrio escolhido para investigar a estabilidade foi x, =
(0,01 0 0,0166 0)T. Utilizando a expansdo em Série de Taylor em torno do ponto de
equilibrio escolhido, o sistema linearizado:

, ,8 ; 0 2' 0 0
s 0 )
lZ3,‘ - 0 0 0 1 Z3 + my 1 uz] (4)
24! 0 bk _bh|lzn 8 p—
m, m, m,J

onde z = x — x,. Os autovalores da matriz associada ao sistema (4) obtidos sdo 1, =
—0,09 + 1,3i, 1, = —0,09 — 1,3i, 13 = —0,05 +0,9ie 1, = —0,05 — 0,9i.

Como todos os autovalores tém parte real negativa, o ponto de equilibrio do sistema &
estavel. A simulagdo do sistema (4) foi realizada com o MATLAB, com a condigao inicial
xo = (0 0,03 0 0,025)7. A Figura 2 apresenta a resposta no tempo das variaveis de
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estado. Verifica-se que o sistema evolui para o ponto de equilibrio com o passar do tempo,
como previsto na analise dos autovalores do sistema.

Figura 1: Resposta no tempo do sistema (4)
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A equivaléncia topoldgica do sistema linear aproximado em (4) comparada com o sistema
ndo linear em (3) pode ser verificada na Figura 2. Neste caso. ¥ = z + x, foi tomado como
notagdo da variavel do sistema linearizado. As trajetérias das variaveis de estado ficam
equivalentes quando se aproximam do ponto de equilibrio.

Conclusao

No presente trabalho, foi realizada a analise de estabilidade de um sistema massa-mola
amortecido com nao linearidade na for¢a restauradora da mola. A analise dos autovalores
do sistema linearizado indicou a estabilidade do sistema n&o linear. A simulacio do sistema
em MATLAB ilustrou a evolugdo do sistema no tempo, onde verificou-se que os estados
evoluem para o ponto de equilibrio investigado. Estudos complementares do projeto
incluem a construgdo de um sistema fisico massa-mola para aplicacédo pratica da teoria
investigada.
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Figura 2: Resposta no tempo de x do sistema (3) e de X do sistema (4)
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